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TESTE INITIALE

Trsrul1.1

I.1.1. Stabilili daci exist[ o func(ie /: IR. + IR. derivabil[ 9i care s[ verifice relatia

f ' ".f: lu.

I.1.2. a) Adtati cd, daclf : R. -+ IR e o tuncfie periodic[ 9i exista !ig/(x) : c € IR,

atunci/(x):c,Y re IR.

b) Determina{i funcfia/: IR -+ IR., gtiind ce/@ +2)+f(x):2f@ + 1), vx e IR, qtiind

ce [m(/(x)-r) :ae ]R'.

I.1.3. Fie/: IR + IR. o func[ie continul gi progresiile aritmetice ab a2, ..., an $i bt, bz,

..., bnasrfel inc6t irc,l <0 ti frul>0. Demonstrafi ci existr o progresie

aritmetic[ x tt x2> ..., .tr , pentru 
""r" i/{r,) = 0 .

Gheor'f,he .lndrei, Olimpiada Judeleand Constanla, 1 99 7

I.I.4.Fie,f : IR.+ R o funcfie de dou[ ori derivabiH cu/(0) = l, f'(0):0 $i

f'(x)-Sf'(x)+6f (x) )0, V.r e [0, ""). Areta$ cdt f (x)>3e2' -2e3*, Vx e [0, -).
LM.C.,2009

Trsrul1.2

I.2.1.Determina[i funcfiile derivabilef : I -] (0, o) 9i intervalul 1c IR', gtiind c[

f(2)= 1qi /3(x)-2.f'(x):o,vxe IR.

1.2.2. Ar1ta[i c[, dacl in girul coeficien(ilor unui polinom avdnd coeficientii reali are

loc o singurl schimbare de semn, atunci acesta are cel pufin o ridlcind pozitivi.

l.Z.3.Daclf: N'+ N'este o func{ie injectiva, calcula{i lrrnft-Q-.rtv4, v4rvsrs" 
;r,J; _?, k3

Gheorghe Boroica
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CAPTTOLUL 1 . FUNCTII PRIMITIVABILE

Conceptul de primitiv[ a aplrut in gtiinfl din nevoia de a cerceta comportarea glo-

baltr a fen-omenelor naturale descrise de unele func1ii av6nd variatie local[ cunoscutil.

Problemele concrete de fizicd, chimie, biologie, geometrie - mai ales acelea care

admit o modelare diferenfialI - au impulsionat conturarea heptat[ a nofiunii de

primitivl gi de integral[ definittr.

1.1. Definitie. Fie "/ c IR, un interval neredus la un singur punct ("/ e interval

nedegenerat). O funcfie F;J + IR se numegteprimitivdpeJaunei funcfii/: "I+ IR'

dact F este derivabill pe J 9i F'(x) = f(x) pentru orice x e "I. C6nd punctul x din

aceastl definilie este o extremitate a lui "I, prin F'(x) se noteazd derivata laterall a lui

Fln punctul.r.

Se spune c[ o funcfie f : J -> IR admite primitive pe J (f este primitivabilil pe J saru f
este o derivatE) dacl exist[ o primitiv[ aluifpe J.

Nofiunea de primitiv[ a fost introdusi de L Newton (1665) sub denumireadefluentd.

1.2. Observafie. Nottrm ln continuare cu P("/) mullimea tuturor funcfiilor primiti-

vabile pe "I, cu C(,I) mulfimea tuturor funcfiilor continue pe "Igi cu D,(J) mullimea

tuturor funcfiilor ce au proprietatea lui Darboux pe J, J fiind un interval nedegenerat

din IR.

Nottrm ln continuare cu lun interval nedegenerat din IR.

1.3. propozifle. Dac[ func1ia/: "I + ]R admite o primitiv[ F pe J, atunci restricfia lui

F la orice interval nedegenerat I c I este o primitiv[ a restrictiei tu/ifla L

1.4. Propoz$te. Dac[ F gi G sunt dou[ primitive ale aceleiapi func1ii/: "I + IR, atunci

existi ft e IR, astfel inc6t

F(x)-G(x)= k,Y xe J.

1.5. Teoreml. Dac[ func{ia/este continu[ pe intervalul nedegenerat J, atr'tnci f are

primitive pe"L

1.6. Observafie. Din teorema anterioar[ rezulttr cL C(J) c P(J). Facem ptecizuea

c6 relafia P(J) c C("I) nu este in general adevlratl, dup6 cum se va putea observa

din exemplul urm[tor. Teorema anterioar[ se mai numegte 9i teorema fundamental[ a

calculului diferenfial gi integral.
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1.7. Exemplu. Funcfia/: IR + IR.,,/(r) = , unde cx, e IR, are primitive

Demonstralle.' Din ipotez
lui Darboux rezult6 ca r

Darboux pe 
"I.

7,70, Obsewafia Recipn
D,(J) / P(J). Acest luc

Functia "/ : R -r R, /(;

a e l-1,11 9i are primitir'

Din cele spuse anterior re

Agadar, C(J) c P(J) c L

1.11. Consecinfl. Fie J
avem:
l) Dacl/nu are proprieta
2)DacL Im/nu este inter
3) Dac[ / are un punct
primitive pe "/.

1.12. Exemplu. Funclia./

Solulie: Avem cl/este c

punct de discontinuitate d

1.13. Exemplu. Func;ia.

interval gi Im/= "f(R) =

{',,(}), x, o

I o, r=o
pe lR.

Demonstralle.'Pentru d = 0, functia/este funcfie nul6, deci/e continu[ gi atunci/are
primitive pe IR..

Pentru q # 0, funcfia/e continul pe IR \ t01 li ln.r = 0 are un punct de discontinuitate
de spefa a doua. Integr6nd prin pdrfi pe orice interval ce nu contine originea, oblinem:

I,,"(;)"=J(*,(;))' ,r*='' .o,o -ff "o,!d*. (r)

12*..^"o van
Aceasta ne sugereaz[ considerarea funcfiei g: jR + IR., g(.r) = .{;'uuD-;

I o, x=o
Funcfia g fiind continui pe JR, va exista G o primitivE pentru g. Folosind (l), deducem

c[ o primitivd, F pentrufva trebui s[ fie de forma F : IR + IR,

I*' cL

F(x'y= ]-'tot=-G(x)+ q, x*0 
.

|. *, x=o
Din construcfia luiFavem cd"F e derivabillpeR* gi F'(-r) =-f(x),y x e R-. Din
condilia de continuitate a lui F in punctul x = 0 obfinem c[

l*' cr

F(x)=]; *t;-G(x)+c" x+o. 
e)

t -G(0)+ c, x=0

AtunciF,(0)=,,,$ry#=m(;'",}_ry)=o_G,(0)=-g(0)=
= 0 =./(0), deci Fe derivabild 9i inr = 0 $i F'(0)=/(0). Agadar, functiaFdat6 de
relafia (2) este o primitiv6 pentrul Atunci, penfu o * 0, functia/este discontinu6 gi
are primitive pe IR.

l.8.Teorem[ (Darboux, lE75). Dacr functiaf : J + IR. este derivabilE pe -( atunci
derivata sa f' arc proprietatea lui Darboux pe -I.

1.9. Propozifie (condifie necesartr de existenf[ a primitivelor)
Dac[ funcfia f : J + IR are primitive pe J, at,mcif are proprietatea lui Darbouxpe J,
Avem deci incluziunea P(.Q c D"(J) .
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Demonstru1le.. Din ipotez[ rezultI ci exist[ F o primitiv[ penftrl Atunci din teorema

lui Darboux rezultl c[ F' are proprietatea lui Darboux, deci / are proprietatea lui
Darboux pe J.

1.10. Obrervafle. Reciproca propriet{ii anterioare nu este ln general adev[rat[, adic[

D"(J) tr P(J). Acest lucru rezrulttr din urmltorul exemplu:

Functia,f : R t R, f(x) -{t,n(i)'**0, are proprietatea lui Darboux pentru

[ ,, x=o

a e l-1,11 9i are primitive pe IR doar penffu a = 0.

Din cele spuse anterior rezultl c[ avem urm[toarea diagraml:

Agadar, C(J)c P(J)cD,(J), incluziunile fiind sfficte.

1.11. Consecinfl. Fie ,I c IR un interval nedegenent qi f : J -> lR o funcfie. Atunci

avem:
l) Dacl/nu are proprietatea lui Darbouxpe J, atunci/nu are primitive pe./.

2) Dac[ Im/nu este interval, atunci/nu are primitivepe J.

3) Dacl,f are un punct de discontinuitate de prima speftr, atunci funcfia f nu ue
primitive pe"I.

Itin'. r*o
1.12. Exemplu. Funclia/: IR -r R,,f(r) = I x ' " ' v, 

nu are primitive pe IR.

[ 2' x=o

hl&: Avem cdf este continu[ pe IR \ t0] qi tg/(x) =l* f (0)=2, decir = 0 este

prmct de discontinuitate de prima spef[ gi atunci/nu are primitive pe IR.

l-13. Exemplu. Functia/:lR' -r R,,/(r) = [x] nu are primitive pe IR'' deoarece IR e

imerval gi Im/= "f(R) = Z nneste interval.
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1.14. Propozifie. Dac[ funcfiile f, S : J + IR. au primitive pe "Igi l, e R., atunci gi

funcfiile/+ S,\..f,.f - S au primitive pe -I.

Demonstralie.' intr-adevEr, dacd F, G :.r -l iR. sunt primitive pentru f respectiv g,

atunci functiile F + G,I . .F'gi F - G sunt primitive pentruf + g,L .-f, respectivf - g.

COITIOIIII SUFIC!ENTE CA UN PRODUS DE DOUA FUNCTII PRIMITIVABTTE

sA FrE Tor o FUNcTTE PRrMtrrvABr[A

Produsul a dou[ functii primitivabile nu este in general o funcfie primitivabil[.
Pentru aceasta se poate consulta problema 14.6.

Vom da ln continuare condilii suficiente pentru ca produsul a doul funcfii primiti-
vabile str fie o funcfie primitivabilI.

1.15. Propozifie. Fie .I c R un interval nedegenerat Si-/) S :,/ + IR. doui funcfii avdnd

propriet[file:
l)/admite primitive pe ./;
2) g e derivabil[ cu derivata continu6 pe./.

Atunci funcfia/.g admite primitive pe"I.

Demonsfialie.'FieFoprimitiv[pe.Igifunc]ia u:J+ IR,z(x)= g(x)'F(x).Atunciz
e derivabil[ pe "I gi u'(x1= g'(x).f(x)+g(r) , f (x). Atunci/. g = u'- g' . F are pri-
mitive pe l, fiind o diferenfl de dou[ functii primitivabile (prima are primitivd pe u,
iar a doua are primitive, fiind continu[).

1.16. Propozifle. Fie lc IR. un interval nedegenerat gif, g: "I+ IR dou[ frrnctii av0nd

propriet[tile:
t)f arc primitive pe l;
2) f(x) # 0 pentru oricex e .{
3) g e continul pe L

Atunci fincliaf . gareprimitivepeL

Demonstralie.' Fie F : J + IR, o primitiv[ pentrul Din F(x) =.f(x) ie 0, V x e J,

reniltl cd F' are semn constant pe "( deci F e strict monoton[. Considerlm functia
H : J *> F(J), datd prin I{r) = F(x), V r e ../. Funcfia I/ astfel definiti este

derivabil[, surjectivE, injectivd (ff este strict monoton[) gi I/'(x) = F'(x) # 0, V x e J.

Rezult[ atunci c[ funcfia invers[.Ifl : F(J) +../este derivabil[.

Funcfia g o I{1 : F(J) + R are primitive, fiind continu[. Fie atunci G: F(J) + IR o

primitiv[ a functiei g o Efl , Atunci funclia G " H : ,I + IR e derivabill pe ,I (compunere
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de functii derivabile) ;r

: S(x) .f (x), V x e J. .{i

1.17. Teoremtr (W. \4'ilk

fu nc(ii avdnd proprietdqi le

1)/admite primitir e p<

I t,/ mdrginiti SUpEI-1,.1r

3) g e continud.
Atunci functia/. g admite

D emonstralie.' Presupune

incdt /(x) ) m,Y x e J,

pe -/, unde h: J + R., ft(.r

primitive pe J. Deoarece I
primitive pe -/. Analog se :

1.18. Propozifie. Fie J:
proprietdtile:

1)/admite primitir e:

2) g e derivabilS 9i cu t

.A.tunci func1ia/. g admite

Demonstralie;Fie F o p

(F.S)':.f .g * F. g', d

mdrginit5, iar F e contin
primitive qi atunci/'g are

1.19. Exemplu. Ar5tali c

primitive pe IR.

Solufie: Fie functiilel g

are primitive gig e deni.

are primitive pe R..



de tunc{ii derivabile) qi (G " H)'(x)=G'(H(x))'H'(x\= (g'II-'X H('c))'H'(x1=

= g(x). f (x) ,Y x e J.Agadar, func{ia G o l/este o primitiv[ pentru funcfia/'g.

1.17. Teoreml (W. \ililkosz). Fie ,I c IR. un interval nedegene rat qif, g : J +lR' dou6

funcf ii av0nd proPriet6f ile :

l)/admite primitive Pe "I;
2) f mtuginitl superior sau inferior;
3) g e continul.

Atunci funcliaf ' g admite primitive pe "I.

Demonstrulie.. presupunem cdfeste m[rginitfl inferior. Atunci exist[ z e ]R' astfel

inc6t /(x) ) m,Y x e J. Atunci func1ia/- h ailnrte primitive pe "I9i nu se anuleazl

Pe./,undeh:J+IR',ft(x)=m.Conformpropozifieianterioare,funcfia(f_h\.gare
primitive pe.I. Deoarece h . g are primitive pe "Ifiind continu[, deducem cLgif ' g we

pri.itirn. pe ,I. Analog se procedeazL daclf este mirginit[ superior'

1.18. Propozifie. Fie ,I c R. un interval nedegenerat qi f, S :.I + IR' doul func{ii avdnd

proprietfiile:
l)/admite primitive;
2) g e derivabild qi cu derivata mlrginitd.

Atunci funcfia/'g admite primitive pe"I.

Demonstralie,.Fie F o primitivd pentru I Atunci funcfia F ' S este derivabil[ 9i

(F.S)'=i,S * F.g',deci/. g: @.g)'- F.g', Cum firncfiag'are primitive 9i e

merginita, iar f e continue, din teorema lui Wilkosz deducem c[ funcfia F ' g' ue

pririitive 9i atunci/.g are primitive (diferent6 de doud fun4ii primitivabile)'

I.19. Exemplu. Ar[ta{i c[ funcfia ft : ]R + IR,, ft(.r) = are

x=0

f ,n,r' * +l..in[1),

i t.'0,
x*0

,

I

primitive pe IR.

[.ml.r+o ..,
Solulie:Fie functiilel S : lR -r R,/(x) = ]'"';' 

n * u,g(x) 
= ln(x2 + 4). Deoarece/

I o, x=o

are primitive gi g e derivabilI cu derivata continu[ pe R, deducem c6 functia h = f ' g

are primitive pe IR..
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Fie l, =llrul,fiu)dx=prfqr!),f(ra)dx. cum f > o si continur, aplicrnd

prima formul[ de mer" I *!, Llastfel lnc6t:Ire,vaexlsta trrL-n . 
nJ

, rY- 
,.i-, 

r tg. r(@ e = r k). !i-, r <*> * .

Cu schimbarea de variabi rnnn , *= /, obfinem , 
n

r r =:. f @r).!i_,rt>a, =|. f er>.!Ja>a, .

Ca urmare,

,, =X(:, p 11. li 7 1ty *) = !:, u, * p) x, r> 3 li r <,> * lJ a) d, = (!: r @ e)' .

PROBLEME DE OLIMPIADA

4.O.1. Fie a,b e IR., a <b,.f ila,b)+ IR o functie continu[ giFo primitivlpentrul
Arrtari cr existr * n'*Frir' 

i(;? ;:':;':;?J; 
" 

@ + b - c).

4.O.z.Fie a,b € IR, a < 6 gi funcfiile continue.f,g:la, Dl + (0, ""). Ar[tafi c[ existl
c e (a, D) astfel lnc6t:

I!ru>or _r(c)

fs@)d* s@)'

4.O.3. Fie/: [0, *) -+ IR o funcfie continu[ gi cu proprietatea c[ existil:

lgl,fAV'=a e IR''

Arltafi cd existll girul cresc[tor de numere reale (a,),21 astfel ca 
IjE1.o, = *oo gi

w(2rar))=,.

4.o.4. se consider[.f : l0,l] + iR o func(ie derivabil[, cu derivata continu[ pe [0, 1].

Arltati ctr existl c e [0, l] astfel inc6t:

Iiru>o"= yloy*)f'{,).
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4.O.5. Fie a, bE IR,, a < r.

a) Arltati cd existi c € (6

b) Arltati cE exist[ d e r.;

c) Presupundnd cd c. a '
ardtati c[ c < d, unde d es:

I rr-
1.0.6. Fie/: 10, ; +

I t_

existd ce (0. l) astte. :
| 1)
\ L,/

1.O.7. Fie/: [0, 1] - .

Arltati cE existd c e (0. -

4.O.8. Se considerl q. ;

P e R.[,Y] este un polt:.i

ardtali ci existd cy, C2 e

4.o.e. Calculati l*1, U

4.0.10. Fie n e N' Si '

Arltafi cdexistdce, .

verificd relalia din ip.'::z

4.o.11. rirf , 
[0, ]]

"r Ji[rt,r-r(;)),



b) existr , .ll,{l urtr.r incat J, /(x).sin.rdx = !, f*>.cosxalr.' 14',2)
Olimpiada judeleand, 20 I 3

4.O.l2.Determinati toate functiile continue/: IR. + iR care verific[ simultan condi-

liile:
i) exist[ ]r1g,f(x)e R;

? x+2
ii) /(x) = L*, .f {t)dt, pentru orice x e IR.

Mihai Piticari, Olimpiada judeleand, 2007

4.0.13. Fie/: [0, l] -+ IR o funcfie continul astfel incdt iltl>a-=litAVr.
Arltafi c[ existi c e (0, l) astfel incat /(c) = LtO>a* .

Olimpiada j ude1eand, 2 008

4.O.l4,Fief : [0, *) + ]R. o functie continu[ qi F: [0, -) + IR. o primitiv[ a lui/cu

F(0) = 0. Arltafi c[, dacl n e N, n22, atunci existi c e [1, n] astfel incit:

1," f (tnx)ax = F(lnn) .

4.0.15. Se considerd a, b € IR, a < b $i functia derivabili/: fa, b) + R. astfel incAt

?b

!,f?)a*=(b-a).f(a).Ar6ta[icEexist[ce(a,6)astfelincttt f(c)*f(a)=-f'(c).
Dan Nedeianu

SoLUTilLE PROBLEMELOR DE OLTMPTADA

4.S.1. Fie h : la,bl -+ 1R., h(x) = F(x) . F(a + b -x). Rezult6 cd h(a\ = F(a)' F(b) =

= h(b).Cum /l e derivabili pe (a, b) qi h e continu[ pe [a, b], din teorema lui Rolle
rezult6 cI existl c e (a, b) astfel inc6t &1c;:6.
Cum h'(c) - -f (x) . F(a + b - *) - F(x) . f (a + b - x),rela(ia anterioard devine

f(c)' F(a + b - c) - F(c)' "f(a + b - c) = 0, deci are loc egalitatea cerut[.

4.S.2. Fie F, G : fa,bl -+ R, F(x) = li f O>a, si G(x) : [ ,s\a, .

Cum functia F . G : la, b) -+ R. e derivabile qi (F' . Q@) : (F' GXb): 0, rezult[ dir,

teorema lui Rolle existenta unui punct c e (a,6) astfel inc6t (F .G)'(c) : 0. Atunci:

115 I matematictr de excelenli

F' (c). G(c) + F (c')' G' r :

a f (c)'[' sQ)dt = g;

,1.S.3. Deoarece /e con:

cem c[ existl an e ln -

/"\
[ml I fh,tl= lim \
.A-l Lt" ^' I" \r=l ./

egalitate am folosit ipoi,

4.S.4. lntegr6nd prin ;i
,t f

=(x-t)/(x)1.-J,.-
Aplicdnd prima formuli

Ijt,- r)f'(x)dx= .t":

4.S.5. a) Din prima tec

Deoarece/(a)>0$r'
"f (c):0.
b) Fie funcfia F : la. ;

a hti a astfel incAt.l I .:

Y x e fa,xs]. Atuncr F

pentru care F(d) = 0. :c

c) Din teorema de mec.

decif (d): 0. Cum ' -

deoarece pe [a, c) fun:

gi, presupundnd d = c. -

4.5.6. Fie F(x) = J' '

h(x)=(.f'(*)+F(.r))s


